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Desigualdades (polinomios, funciones, gréficas).

1.-Algunas desigualdades basicas.

0) En lo referente a relacién de las desigualdades con las operaciones suma/resta y producto/cociente,
las propiedades béasicas son las siguientes. Sean z, y, ¢ niimeros reales,

e r<y<—=a+zr<a-+y.
e Sia>0,z<y<=axr<ay.
e Sia<0,x<y<=azr>ay.

1) 22 > 0 para cualquier z € R. La igualdad sélo se cumple para z = 0.

2) Desigualdad triangular. Si z,y € R entonces
o+ yl < ||+ Jyl-
La igualdad se cumple si, y sélo si, zy > 0.

3) Desigualdades entre las Medias: Sean a,b > 0,
b
e (A) media aritmética A(a,b) = a—2i— .

e (G) media geométrica G(a,b) = Vab.

e (H) media arménica H(a,b) =

e (Q) media cuadrética Q(a,b) =

Entonces se verifica que

‘min{a,b} §H§G§A§Q§max{a,b}‘.

Ademas, se verifica alguna de las igualdades (si, y sélo si, se verifican todos y) si, y sélo si, a = b.

Las desigualdades entre las medias
tienen la visualizacién adjunta. Dicha
visualizacién muestra también cuanto A H
se parecen y cuanto se diferencian
dichas medias en funcién de lo pare-
cidos o diferentes que sean a y b.

a ‘ b

Todas las desigualdades involucradas en H < G < A < (@ son equivalentes entre si y son
equvalentes a la desigualdad (a — b)?2 > 0 = 2ab < a? + b? (y la igualdad se cumple sélo,
y exclusivamente, para a = b). También puede considerarse una interpretacién geométrica en
términos de areas y perimetros de rectangulos.



b\ 2
e puesto que ab es el drea de un rectdgulo de lados a y b (perimetro = 2(a + b)) y <a—2i— >

b
es el drea del cuadrado que tiene dicho perimetro (lado = %), la desigualdad

2
He<d = 2ab <a—|—b _ ab§<a+b> ’

a+b— 2 2

nos dice que el drea del rectdgulo es menor o igual que la del cuadrado del mismo perimetro.
Y la igualdad sélo se obtiene en el caso del cuadrado a = b. Es decir, de entre todos los
rectangulos con un perimetro dado, el que tiene mayor drea es el cuadrado.

e Puesto que 2(a+D) es el perimetro de un rectangulo de lados a y b (drea = ab) y el perimetro
del cuadrado que tiene drea ab (lado = \/@) es 4v/ab la desigualdad

a—+

2b = 4Vab < 2(a +1b),

G<A = Vab<

nos dice que el perimetro del rectdngulo es menor o igual que el del cuadrado del mismo
area. Y la igualdad sélo se obtiene en el caso del cuadrado a = b. Es decir, de entre todos
los rectdngulos con un drea dada, el que tiene menor perimetro es el cuadrado.

4) Desigualdad del Reordenamiento. Sean (a,b) y (z,y) dos parejas de nimeros reales.
Sia<byax <y, entonces

‘ay—kbxﬁa:ﬂ—i—by.‘

5) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean (a,b) y (z,y) dos parejas de nimeros reales. Entonces

laz + by| < Va2 +b2/22 +y2 = (az + by)? < (a® + V) (22 + ).

*) Las desigualdades entre las medias, la desigualdad del reordenamiento y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tienen versiones para n—plas.

Ejercicio 1. Determina el valor o valores de a para que se cumpla que

22 +ar+1

m < 8 para todo namero real =x.

Ejercicio 2. Determina el mayor nimero de entre los siguientes
1,V2,V3, -, Un, -
Ejercicio 3.

1) Sean x e y ntimeros reales tales que x4y = 2y 224+y? < 6. Demuestra que 1—v2 < z,y < 1+v/2.
Interpreta geométricamente el resultado.

2) Sean z e y niimeros reales tales que z+y-+2z = 4y 22+y%+22 = 6. Demuestra que % <z,y,z <2

Ejercicio 4. Determina todos los posibles nimeros reales x,y no nulos tales que

20 —y <0

<0y

2y —x
x



Ejercicio 5. Demuestra que si a > b > 0y n > 2 es un niimero natural, entonces
Va— Vb < Va—b.

2 95

Ejercicio 9. Demuestra que si a,b y ¢ son los lados de un triangulo, entonces

3< a . b . c <9
2 " b+c c+a a+b

Indicacion: Usando la desigualdad H < A entre las medias aritmética y armdnica para tres
numeros reales x,y,z > 0 se obtiene que

Ejercicio 11. Demuestra que si a,b,c > 0, entonces

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc.

Ejercicio 12. Demuestra que si ap,as,...,a, son nimeros positivos tales que ajas---a, = 1, en-
tonces
(1+a))(1+az) - (1+a,)>2"



